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УДК  621.396 ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЗАВИСИМОСТИ КОЭФФИЦИЕНТА 
ЭНЕРГЕТИЧЕСКОЙ СКРЫТНОСТИ СИСТЕМ СПУТНИКОВОЙ 
СВЯЗИ ПРИ ОБНАРУЖЕНИИ СИГНАЛОВ ОТ ВЫБОРА 
РАБОЧЕЙ ЧАСТОТЫ НА ОСНОВЕ ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ 
РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

DETERMINATION OF DEPENDENCE OF ENERGY STEALTH 
COEFFICIENT OF SATELLITE COMMUNICATION SYSTEMS 
AT SIGNAL DETECTION FROM CHOICE OF OPERATING 
FREQUENCY ON THE BASIS OF NUMERICAL METHODS 
FOR SOLVING NONLINEAR EQUATIONS 

В статье на основе результатов обнаружения сигналов в канале с райсовскими замираниями, анализа 
глубины замираний в трансионосферном радиоканале и численных методов решения нелинейных уравнений, 
разработана методика оценки коэффициента энергетической скрытности в системах спутниковой связи 
в зависимости от выбора рабочей частоты.

In the article on the basis of results of signal detection in a channel with the Rician fading, analysis of depth of fad-
ings in a transionospheric radio channel and numerical methods of solving nonlinear equations, developed a methodol-
ogy of estimation of energy stealth coefficient in satellite communications systems depending on the choice of operating 
frequency.

Ключевые слова: райсовские замирания, трансионосферный радиоканал, численные методы, коэффи-
циент энергетической скрытности, система спутниковой связи, рабочая частота.
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Известна [1] графоаналитическая методика оценки энергетической скрытности в низкочастотных си-
стем спутниковой связи (ССС) при приеме на четыре антенны в зависимости от значения рабочей частоты   
f0 в интервале от 30…100 МГц. Эта методика состоит из следующих этапов: 

1) аналитически определяются и строятся графики зависимости вероятности правильного обнаруже-
ния сигналов РПО  от отношения сигнал/шум (С/Ш) на входе приемника h2  при заданном значении вероят-
ности ложной тревоги РЛТ = 10-4 для ряда значений рабочей частоты f0  ССС в интервале от 30 МГц до 1 ГГц. 
Графическим методом находятся допустимые значения отношения С/Ш на входе приемника (ПРМ) h2

допр  
при заданных значениях рабочей частоты f0  и вероятности правильного обнаружения РПО  = 0,99;

2) рассчитываются значения коэффициента энергетической скрытности γЭС  = h2
допр  / h

2
р  в низкочастот-

ных ССС при приеме на четыре антенны в зависимости от значения рабочей частоты   при фактическом 
отношении С/Ш на входе приемника обнаружения h2

р = 16 дБ.
Недостатком известной методики [1] является то, что она не позволяет автоматизировать процесс опре-

деления энергетической скрытности в ССС в зависимости от выбора рабочей частоты, так как на втором 
этапе этой методики используется графический метод определения допустимых значений отношения С/Ш 
на входе ПРМ h2

допр при заданных значениях рабочей частоты f0 и вероятности правильного обнаружения, 
что приводит к погрешностям (искомые значения определяются грубо, «на глаз») и значительным затратам 
времени.

Цель исследования состоит в развитии известной методики методика оценки энергетической скрытно-
сти в низкочастотных ССС при разнесенном приеме сигналов на основе применения численных методов 
решения нелинейных уравнений [2, 3].

Как известно [4], в нормальной ионосфере электронная концентрация (ЭК) i iN N N= + ∆  содержит флукту-
ации iN∆  относительно среднего (фонового) значения N . При PPB с пониженной частотой (до f0 = 30...100 МГц)  
через неоднородную ионосферу к ПРМ ССС приходит множество ( 1... Mi = ) рассеянных неоднородностя-
ми ЭК ( iN∆ ) лучей с относительными фазовыми сдвигами 0i iN fϕ∆ ∆� . Значения iϕ∆   определяют усло-
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вия возникновения интерференционных быстрых замираний райсовского ( 0 2iϕ π< ∆ << ) или рэлеевского 

( 2iϕ π∆ >> ) типа. При традиционно используемых в ССС несущих частотах 0 1 10f =   ГГц относительные 
фазовые сдвиги лучей отсутствуют (т. к. 0 0i iN fϕ∆ ∆ =� ), и поэтому интерференционные быстрые зами-
рания не возникают.

Если в ССС использовать наиболее низкие рабочие частоты f0 ≈ 30 МГц, то 0 2i iN fϕ π∆ ∆ >>� , и тран-
сионосферный канал связи (КС) описывается моделью с рэлеевскими замираниями. В этом случае при ис-
пользовании в ПРМ ССС оптимальной некогерентной (НК) схемы обработки для достижения допустимого 
значения вероятности ошибки РОШ = РОШ ДОП = 10-5 потребуется h2

доп1 допустимое отношение С/Ш на входе 

ПРМ при одиночной антенне (n = 1) и h2
доп4 =

2 1 1

2 1äî ï  4 î ø( ) 16n n
nh C P−

−= ≈  дБ при использовании разнесенного приема 
сигналов на четыре (n = 4) антенны [1]. Тогда можно уменьшить фактическое отношение C/Ш на входе ПРМ 
ССС с использованием четырех антенн до допустимой величины h2 = h2

доп4 ≈ 16 дБ и при этом выполнить 
условие обеспечения требуемой помехоустойчивости ССС (h2 ≥ h2

доп4).
При близком размещении приемников разведки и ССС (не более 10 км) фактическое отношение С/Ш 

на входе ПРМ обнаружения будет практически таким же, как на входе ПРМ ССС, т. е. h2
p ≈ h2 = h2

доп4 =16 дБ.  
Можно предположить, что на самой низкой рабочей частоте f0 ≈ 30 МГц (когда выполняется условие   

0 2i iN fϕ π∆ ∆ >>�  возникновения рэлеевских замираний) допустимое отношение С/Ш на входе ПРМ об-
наружения, использующего НК прием и одну (n = 1) антенну, будет превышать фактическое отношение 
С/Ш: h2

доп р = h2
доп1 > h2

p ≈ 16 дБ. Поэтому выполняется условие обеспечения энергетической скрытности ССС  
(h2

p < h
2

доп р), при котором коэффициент энергетической скрытности ССС превышает единицу: γЭС = h2
доп р /  

h2
p ≈ h2

доп1 / h
2

доп4 > 1.
Будем считать, что в ПРМ обнаружения используется схема не автокорреляционного (энергетического) 

приема, а оптимальной НК обработки сигналов. Для нее известна [5, 6] аналитическая зависимость РПО = 
ψ(h2, γ2, РЛТ) вероятности правильного обнаружения сигналов (РПО) от энергетического отношения С/Ш на 
входе обнаружителя (h2), параметра Райса (γ2) и вероятности ложной тревоги (РЛТ):

РПО = Q(a, b),                                                                                        (1)
где Q(a, b) – функция Маркума от аргументов a и b, которые должны быть неотрицательными веществен-
ными числами (a, b ≥ 0).

Функция Маркума определяется следующей формулой [7]:

,                                                         (2)

где I0(ax) обозначает модифицированную функцию Бесселя первого рода нулевого порядка.
Аргументы Функция Маркума зависят от параметров h2, γ2, РЛТ следующим образом [5, 6]:

 ;                                           ,                                                        (3)

где h2 = Er  / N0 – отношение энергии (Er) сигнала на входе оптимальной схемы обнаружения к спектральной 
плотности мощности шума (N0); γ2 = Pp / Рфл параметр распределения амплитуды входного сигнала с рай-
совскими замираниями, характеризующий отношение мощностей регулярной (Pp) и флуктуационной (Рфл) 
составляющих принимаемого сигнала ( 20 γ≤ ≤ ∞ ).

Зависимость между коэффициентом γ2 и среднеквадратическим отклонением (СКО) фазовых сдвигов  
( 0iN fϕ∆ ∆� ) приходящих лучей 

0,52
iϕσ ϕ= ∆ при трансионосферном распространении радиоволн (PPB) 

описывается выражением вида [4]:
;                                                                     (4)

 
, [рад],                               (5)

где с = 3∙108 м/с – скорость света;  ls ≈ 390 м – характерный размер ионосферных неоднородностей; zэ ≈ 5∙105  м –  
эквивалентная толщина ионосферы; α – угол PPB относительно вертикали, радианы; 0,52

N iNσ∆ = ∆  – СКО 
флуктуаций ЭК в неоднородностях ионосферы (2∙109 ... 4∙109 эл/м3); f0 – рабочая частота, Гц.

Обращает на себя внимание тот факт, что при фиксированном значении рабочей частоты f0 искомые до-
пустимые значения отношения сигнал/шум на входе приемника ССС можно определить на основе приме-
нения численных методов решения нелинейных уравнений [2, 3]. Действительно, вместо того, чтобы искать 
графическим методом корни нелинейного уравнения  РПО(h2, f0) = 0,99, можно применить численные методы 
поиска корней нелинейного уравнения вида f(x) = 0, которое в рассматриваемом случае принимает вид:

.                                                                     (6)

ОШ

2 2

0( , ) exp  ( )
2b

x aQ a b x I ax dx
∞  +

= −  
 

∫

2
2

2 22
1

a h
h

γ
γ

=
+ +

2

2 2
ëò

1 12ln
1

b
P h

γ
γ

  +
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Задачу поиска решения уравнения (6) конкретизируем следующим образом: 
Дано: РПО = РПО ДОП = 0,99, РЛТ = РЛТ ДОП = 10-4,  ls ≈ 390 м,  zэ ≈ 5∙105 м, σΔN = 2∙109 эл/м3, α = 65о, f0 = 108 Гц. 

Требуется, используя численные методы, найти все или некоторые корни уравнения (6).
К численным методам поиска корней указанного нелинейного уравнения, в частности, относятся метод 

бисекции, метод хорд, метод Ньютона, комбинированный метод, основанного на методах хорд и Ньютона, 
и др. [2, 3]. 

В рамках указанных методов задача поиска корней уравнения (6) распадается на несколько задач [2]. 
Во-первых, надо исследовать количество, характер и расположение корней (локализовать корни). Во-вто-
рых, найти приближенные значения корней (получить начальное приближение). В-третьих, выбрать из них 
интересующие корни и вычислить их с требуемой точностью на основе численных методов.

Первая и вторая задачи решаются аналитическими и графическими методами. В рассматриваемом слу-
чае в рамках первой задачи на основе аналитических соотношений (1) – (5), (6) и оговоренных ранее исход-
ных данных были рассчитан и построен в Mathcad график функции f(h2) (рис. 1).

 

Рис. 1. График функции f(h2) при РЛТ ДОП = 10-4, ls ≈ 390 м, zэ ≈ 5∙105 м, σΔN = 2∙109 эл/м3, α = 65о, f0 = 108 Гц

На рис. 2 видно, что график исследуемой функции f(h2) пересекает ось абсцисс один раз в интервале 
значений отношения сигнал/шум на входе приемника (h2) от h2

l = 100 до h2
u = 200. На концах этого интервала 

функция f(h2) имеет разные знаки. Поэтому уравнение (6) имеет один действительный корень приближенно 
равный h2

ДОП ≈ 150. 
В рамках третьей задачи выбираем интересующий нас корень h2

ДОП ≈ 150, локализованный на отрезке 
[h2

l, h
2

u] = [100, 200], и уточним его с требуемой точностью на основе численных методов бисекции, хорд, 
Ньютона и комбинированного метода.

Итерационный процесс метода деления пополам (бисекций) заключается в следующем [2, 3]. До начала 
итерационного процесса предполагается, что искомый корень локализован на отрезке [h2

l, h
2

u] на концах 
которого функции f(h2) имеет разные знаки. Алгоритм вычисляет среднюю точку этого отрезка

 .                                                                                   (7)

Если f(h2
r) = 0, корень найден, и алгоритм завершает работу. В противном случае он продолжает поиск 

корня либо на отрезке [h2
l, h

2
r], либо на отрезке [h2

r, h
2

u] в зависимости от того, на какой из двух половин 
отрезка функция f(h2) имеет разные знаки на концах нового отрезка изменения аргумента. Если требуется 
найти корень с процентной погрешностью |εa|треб, %, то деление отрезка поиска корня пополам продолжает-
ся до тех пор, пока на итерации N выполниться следующее неравенство: 

,                                                             (8)

где через h2
r(N–1) обозначено середина h2

r(N–1)отрезка [h2
l(N–1), h

2
u(N–1)] на предыдущей итерации с номером N–1.

Тогда середина h2
rN последнего отрезка [h2

lN, h2
uN] на итерации N даст значение корня уравнения (6) с требу-

емой точностью |εa|треб:
 .                                                                                  (9)

В результате вычислений в MATLAB по формулам (1) – (9) установлено, что при |εa|треб = 0,0001 % ите-
рационный процесс поиска корня уравнения (6) методом половинного деления (бисекций) завершается на 
двадцатой итерации (N = 20), когда искомый корень принимает значение h2

r20 = h
2

ДОП  =160,0041 с процентной 
погрешностью вычисления корня |εa|20 = 5,9603×10-0,5 %, удовлетворяющей неравенству (8).

Метод хорд, как и алгоритм метода половинного деления (бисекций), на каждой N итерации получа-
ет некоторый отрезок [h2

lN, h2
uN], содержащий корень непрерывной функции f(h2), которая имеет значения 

противоположных знаков в точках h2
lN и h2

uN. В отличие от метода деления пополам очередное приближение 
на итерации N вычисляется не как средина отрезка [h2

lN, h2
uN], а как точка пересечения оси абсцисс с прямой 

линией, проведенной через точки (h2
lN, f(h2

lN)) и (h2
uN, f(h2

uN)). Формула для точки пересечения выглядит сле-
дующим образом [8]:

2 2
2

2
l u

r
h hh +

=

2 2
( 1)

òðåá2 100%rN r N
a aN

rN

h h

h
ε ε−−

= ≤ треб

2 2
2

2
lN uN

rN
h hh +

=
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 .                                                                   (10)

Из (10) следует три возможности: 1) если f(h2
lN) и f(h2

sN) имеют различные знаки, то нуль принадлежит 
интервалу [h2

lN, h2
sN]: 2) если f(h2

sN) и f(h2
uN)  имеют различные знаки, нуль лежит на интервале [h2

sN, h2
uN]; 3) 

если f(h2
sN) = 0, значит, нулем является h2

sN.
Если требуется найти корень с процентной погрешностью |εa|треб, то итерационный процесс поиска кор-

ня методом хорд продолжается до тех пор, пока на итерации N не выполниться следующее неравенство: 

.                                                               (11)

В результате вычислений в MATLAB по формулам (1) – (6), (10) – (11) установлено, что при |εa|треб = 
0,0001 % итерационный процесс поиска корня уравнения (6) методом хорд завершается на девятой ите-
рации (N = 9), когда искомый корень принимает значение h2

9 = h
2

ДОП  =160,0042 с относительной ошибкой 
вычисления корня |εa|9 = 8,8005×10-0,5, удовлетворяющей неравенству (11).

Известно [2, 3], что метод Ньютона одни из наиболее распространенных методов поиска корней нели-
нейных уравнений. Его называют также методом касательных или методом Ньютона-Рафсона [2, 3]. Если  
h2

0 начальное приближение корня уравнения (6), то последовательные приближения методом Ньютона при-
менительно к рассматриваемой задаче находят по формуле:

  ,                                                                          (12)

где N – номер итерации (N = 1,2, …); f(h2
N–1) – значение функции f(h2) при h2 = h2

N–1; f´(h2
N–1) – значение первой 

производной функции f(h2) по энергетическому отношению сигнал/шум (С/Ш) на входе обнаружителя (h2) 
при h2 = h2

N–1.
Из (12) следует, что для реализации метода Ньютона требуется существование первой непрерывной 

производной функции f(h2), т. е. должно выполняться условие: f´(h2
N–1) ≠ 0. Геометрически итерационный 

процесс (12) означает замену на каждой итерации графика функции f(h2) касательной к нему [2, 3].
В методе Ньютона начальное приближение корня h2

0 уравнения (6) выбирают на интервале [h2
l, h2

u], 
руководствуясь следующим правилом: в качестве исходной точки  выбирается тот конец интервала [h2

l, h
2

u], 
которому отвечает ордината того же знака, что и знак второй производной f(h2) [3]: 

 	
(13)

Если требуется уточнить корень методом Ньютона с процентной погрешностью |εa|треб, %, то итерации 
метода Ньютона продолжаются до тех пор, пока на N итерации не выполниться следующее неравенство: 

 
.                                                            (14)

Применительно к рассматриваемой задаче для определения первой производной f´(h2) дифференциро-
ванию подлежит функция (1), которую учетом соотношений (2) – (5), задана интегралом, содержащим пара-
метр h2. Причем не только подынтегральное выражение в формуле (1), с учетом (2), содержит это параметр, 
но и нижний предел интеграла зависит от него. Таким образом, вычисление первой частной производной  
предполагает ( )2

ï îP h∂ ∂
 
дифференцирование под знаком интеграла.

Известно, что дифференцирование под знаком интеграла, содержащим параметр, упрощается, если ин-
теграл содержит параметр только в подынтегральном выражении [9–10]. В связи с этим представляется 
целесообразным использовать альтернативное представление функции Маркума, рассмотренное в [11]:

 
.                              (15)

Введем обозначение:
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Для вычисления ( )2
ï îP h∂ ∂ производной  воспользуемся формулой для дифференцирования под зна-

ком интеграла [9, 10] и правилом вычисления производной от сложной функции [9]. Тогда, взяв частную 
производную от функции (1) по параметру h2 получим:

 
.                                           (17)

В соответствии с определением второй производной [9], на основании соотношения (17), вторую про-
изводную ( ) ( ) ( )22 2 2f h d f h d h′′ = найдем по формуле:

(18)

На рис. 2 приведен график изменения второй производной f´´(h2), вычисленный в Mathcad, при измене-
нии аргумента h2 в промежутке [h2

l, h
2

u] = [100, 200] уточнения корня уравнения (6).
 

Рис. 2. График изменения второй производной  

Как видно на рис. 2в промежутке [h2
l, h

2
u] = [100, 200] вторая производная f´´(h2) принимает отрицатель-

ные значения. Следовательно, на основании критерия (13) принимаем начальное приближение корня h2
0 = 

h2
l = 100, т. к. f(h2

l) f´´(h2) > 0. 
В результате вычислений в MATLAB по формулам (1) – (6), (12) – (18) установлено, что при |εa|треб = 

0,0001 % итерационный процесс поиска корня уравнения (6) методом Ньютона завершается за семь итера-
ций (N = 7). При этом искомый уточненный корень принимает значение h2

7 = h
2

ДОП  =160,004112 с процент-
ной погрешностью вычисления корня |εa|7 = 6,102517×10-10, удовлетворяющей неравенству (14).

Известно [3], что метод хорд формирует последовательные приближения к искомому значению корня 
нелинейного уравнения с избытком 2

Nh , а метод Ньютона с недостатком 2
Nh  (N = 1,2, …).Соединяя способ 

хорд и метод Ньютона, получаем комбинированный метод [3], на каждом этане которого находим значения 
по недостатку и значения по избытку уточненного корня h2

true уравнения (6).
Итерационный процесс комбинированного метода реализуется на основе выражений:

,                                                                                                   (19)

полагая, в соответствии с (13), начальное приближение корня для метода Ньютона h2
0 = h2

l = 100. Как показа-
но в [3], особенностью комбинированного метода является то, что на каждом шаге метод хорд применяется 
к новому отрезку 2 2,N Nh h 

 
. Из сказанного выше следует, что 2 2 2

N true Nh h h< <  и 2 2 2 20 true N N Nh h h h< − < − .
Так, как допустимое значение процентной погрешности приближенного корня h2

true задано заранее |εa|треб,  
то процесс сближения заканчивается на той итерации, когда будет обнаружено, что
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По окончании итерационного процесса комбинированного метода, в соответствии с рекомендациями 
[3], за значение корня h2

true примем среднее арифметическое полученных последних значений:

(21)

В результате вычислений в MATLAB по формулам (1) – (6), (19) – (21) установлено, что при |εa|треб = 
0,0001 % итерационный процесс поиска корня уравнения (6) комбинированным методом завершается за 
пять итераций (N = 5). При этом искомый уточненный корень принимает значение h2

true  = 160,004112 с 
процентной погрешностью вычисления корня |εa|5 = 1,0344322 × 109  %, удовлетворяющей неравенству (20).

В таблице 1 приведены допустимые значения отношения сигнал/шум на входе приемника ССС, найден-
ные графическим методом и перечисленными ранее численными методами, при РПО = 0,99 для пяти различ-
ных значений рабочей частоты f0 ССС.

Таблица 1
 Значения коэффициента энергетической скрытности ССС

f0, Гц 3∙107 6∙107 9∙107 1,6∙108 109

γЭС, дБ (графический метод) 12 10 5 -1 -4
(численные методы) 13,6053 12,2218 7,7334 0,6491 -3,3643

По данным таблицы 1 на рис. 3 построены в MATLAB графики зависимости коэффициента энергетиче-
ской скрытности ССС (γЭС) от выбора рабочей частоты c использованием графического и численных мето-
дов определения отношения сигнал/шум на входе приемника ССС. 

 

Рис. 3. Зависимости коэффициента энергетической скрытности ССС при обнаружении сигналов от выбора 
рабочей частоты: 1 – при применении численных методов; 2 – при использовании графического метода

Анализ данных таблицы 1 и рис. 3 показывает, что автоматизация известной методики [1] определения 
энергетической скрытности в системах спутниковой связи в зависимости от выбора рабочей частоты на 
основе применения численных методов метод бисекции, метода хорд, метода Ньютона и комбинированно-
го метода решения нелинейных уравнений, приводит к повышению точности определения коэффициента 
энергетической скрытности ССС и сокращению временных затрат, т. к. появляется возможность применить 
современные средства вычислительной техники для определения коэффициента энергетической скрытно-
сти ССС.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЗАВИСИМОСТИ КОЭФФИЦИЕНТА ЭНЕРГЕТИЧЕСКОЙ СКРЫТНОСТИ СИСТЕМ 
СПУТНИКОВОЙ СВЯЗИ ПРИ ОБНАРУЖЕНИИ СИГНАЛОВ ОТ ВЫБОРА РАБОЧЕЙ ЧАСТОТЫ 

НА ОСНОВЕ ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

А. В. Ляхов
Автоматизация известной графоаналитической методики оценки энергетической скрытности низко-

частотных систем спутниковой связи при приеме на четыре антенны в зависимости от значения рабочей 
частоты возможна на основе применения численных методов решения нелинейных уравнений. 

Практическая значимость полученных результатов заключается в том, что они позволяют повысить 
точности определения коэффициента энергетической скрытности низкочастотных систем спутниковой 
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связи и сократить временные затраты, т. к. появляется возможность применить современные средства вы-
числительной техники для решения указанной задачи.

DETERMINATION OF DEPENDENCE OF ENERGY STEALTH COEFFICIENT OF SATELLITE 
COMMUNICATION SYSTEMS AT SIGNAL DETECTION FROM CHOICE OF OPERATING FREQUENCY 

ON THE BASIS OF NUMERICAL METHODS FOR SOLVING NONLINEAR EQUATIONS

A. V. Lyakhov

Automation of well-known grapho-analytical methodology of estimation of energy stealth of low-frequency sat-
ellite communications systems at a four-antennas signal receiving in depending on the value of operating frequency 
is possible on the basis of application of numerical methods for solving nonlinear equations.

The practical significance of obtained results is that they allow to increase the accuracy of determining the ener-
gy stealth coefficient of low-frequency satellite communications systems, and reduce the time spent through the use 
of modern computer technology to solve specified problem.


