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МЕТОДОМ ЭТАЛОННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

SOLUTION OF ONE-DIMENSIONAL NONLINEAR DIFFERENTIAL 
EQUATIONS OF HIGHER ORDER REFERENCE 
METHOD SIMULATION 

В работе рассматривается решение одномерных нелинейных дифференциальных уравнений высших по-
рядков методом эталонного моделирования с помощью метода эталонного моделирования, предложен кри-
терий существования модельных решений, разработан алгоритм исследования асимптотики решений, рас-
смотрены важные с физической точки зрения положительные продолжаемые решения, а также условия, при 
которых модельные решения данного уравнения существуют.

The paper deals with the solution of one-dimensional nonlinear differential equations of higher orders by the refer-
ence modeling using the method of the reference simulation, the criterion of the existence of model solutions developed by 
the asymptotic behavior of the study algorithm solutions are considered important from a physical point of view, positive 
continue to address, as well as the conditions under which the model solution to this equations exist.

Ключевые слова: теория нелинейных процессов, нелинейные дифференциальные уравнения, метод 
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лирования, критерий существования модельных решений.
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Практически любая задача по моделированию природных и технологических процессов приводит к соз-
данию, решению и исследованию дифференциальных уравнений. В ряде предыдущих работ [4, 5, 6] нами 
был рассмотрен метод эталонного моделирования, предназначенный для решения дифференциальных 
уравнений в частных производных, разработан алгоритм его использования, определены условия приме-
нимости. Основываясь на этом методе, мы приведём математические обоснования для создания методики 
решения нелинейных дифференциальных уравнений второго и третьего порядка. Введем сначала некото-
рые необходимые понятия.

Понятие 1. Функцию U1(x) = T(x)U[S(x)], где U[S(x)] является решением дифференциального уравнения

(1)

назовём dS   приближенным решением (см. [1]), а функцию

[ ] [ ]
1

22 0 0 0( , ) '( , ( , )u x x S x x U S x x
−

−= ⋅


,                                                         (2)

где                                                                               ,  

назовём приближенным решением дифференциального уравнения
( ) ( ) ( ) ' 0.n mu p x u g x u u+ − =

                                                        (3)
Если m=0, то решение u2(x,x0) будет удовлетворять дифференциальному уравнению второго порядка

{ }1'' , ( ) 0,
2

nu S x u q x u+ − =
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где                                                                                                                                                                                               (5)

Заметим, что функция u2(x,x0), если выполняется условие (5), будет решением нелинейных дифферен-
циальных уравнений второго, третьего и четвёртого порядков, то есть тех, у которых   = 2,3,4.

Чтобы найти приближенные решения дифференциального уравнения типа (3) методом эталонного мо-
делирования, воспользуемся методикой, разработанной нами в работах [7, 8, 9]: представить u(x) = T(x)
U[S(x)] и подставить это выражение в уравнение (3):

( ') ... ( ) ' 0m n mT U g x T U U+ + =  ,
 выбрать Т(х) из следующего условия

( ') ( ) 'mT g x T= , значит  

Следует иметь в виду, что функция U[S(x)] должна удовлетворять уравнению (1).
Используя теорему Харди [10], можно также прийти к данному выводу.
Рассмотрим теперь способ нахождения приближенных решений частного случая уравнения (3):

'' ( ) ( ) ' 0,n mu p x u g x u u+ − =                                                            (6)
Для этого сначала введём некоторые понятия, с помощью которых мы сможем оценить свойства при-

ближенных решений одномерных нелинейных дифференциальных уравнений, полученных методом эта-
лонного моделирования.

Понятие 2. Решение уравнения (6) будем называть продолжаемым, когда оно определено на бесконеч-
ном промежутке (х0, ∞), и непродолжаемым, когда оно определено на конечном промежутке (х0, х1) и его 
нельзя продолжить за точку х1.

Понятие 3. Решение уравнения (6) будем называть неколеблющимся, когда в данной области оно будет 
иметь не больше одного «0», и колеблющимся, когда оно обращается в, по крайней мере, в двух точках рас-
сматриваемой области.

Понятие 4. Решение уравнения (6) будем называть особым, если оно не равно «0» на конечном интерва-
ле (х0, х1) и тождественно равно «0» при х ≥ х1.

Покажем теперь, что построенные для (3) решения u1(x) и u2(x,x0) будут качественно сходны с решени-
ями уравнения модельного уравнения (6): продолжаемыми, непродолжаемыми и особыми. Важную роль 
при исследовании характера поведения решений уравнения (3) для исследуемой системы играет следующее 
преобразование, подобное (9), которое для данного, более общего случая будет иметь такой вид

( , ) ( ) ( ) [ ( )]u x f x U S xτ ω τ= ⋅ ,                                                                         (7)
Здесь f(x), ( )õτ , U[S(x)] должны быть известны, а  при х → х0, х0 → +∞, х0< +∞, что позволяет, в частности, 

исследовать решения уравнения (3) при τ → +∞. Тогда полученное для ω(τ), после подбора по принципу 
качественного сходства (подробнее см. [4]) для функций f(x), U[S(x)], ( )õτ  становится при τ → +∞ автоном-
ным.

Подставляя (7) в (6) и полагая, что m=0, получим для ω(τ):

(8)

Анализируя (8), мы сможем формулировать и обосновать, такие утверждения (используем результаты, 
приведённые в [10]):

Утверждение 1. Пусть функция b1(τ) является непрерывной, a b2(τ) и b3(τ) – интегрирутся на любом 
конечном отрезке полуоси τ≥0, при условии, что τ → +∞ 

b1(τ) ~ b1τ
σ, 1

1'( )b b στ στ −= ,
bi(τ)~ bi(i = 2,3), где 0 1, 0ubσ≤ ≤   а у выражения

,                                                                        (9)

не существует колеблющегося решения, тогда для любого нетривиального неколеблющегося продолжаемо-

го решения уравнения (8) когда τ → +∞, либо ω(τ) ~ 1
( 1)

2 3( / ) nb b − , либо  ω(τ) ~ u(τ) ~ 0, где u(τ) – нетривиальное 
решение для уравнения (9).

Утверждение 2. Если коэффициенты bk(τ) (τ=1, 2, 3) уравнения (8) интегрируются в каждом конечном 
отрезке интервала (0, +∞) , причём  3 3( ) 0,b bτ ≥ >  2 3( ) / ( )b bτ τ  ~ 0,b >  то любое неколеблющееся решение этого 

уравнения при τ → +∞ будет к стремится 
1

( 1)nb − .

2''' 3 ''{ , }
' 2 '

S SS x
S S

 = −  
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Из Утверждения 2 следует: если в уравнении (6) ( ) / ( ) 0p x g x c→ >  при x → +∞, то решения этого уравне-
ния в случае, когда m=0, будет в асимптотике иметь следующий вид в асимптототическом приближении:

 ~                                                                                                         (10)
А так как, продолжаемые и непродолжаемые решения в асимптотике имеют вид

                                                              ,

где
 
То, когда а = 1; n → 1, мы получим следующий предел:
 

.                              (11)

Зависимость (11) есть линейное решение уравнения (6) в асимптотике, полученное с помощью метода 
эталонного моделирования. Так как вид функций р(х), g(x) в уравнении (6) конкретно не определен, только 
налагались некоторые условия, то мы сможем утверждать, что решение (11), которое используется в (7), 
становится уже не приближенным частным решением для случая, когда m = 0, а решением, отхватывающим 
его общие свойства. Значит, для достаточно широкого класса функций g(x) при х → х1 (х1 ≤ +∞), решение 
изначального уравнения будет стремится к выражению u(x,τ) в виде (7) с пределом для 0( , )S x x′  в виде (11).

Допустим, что в уравнении (6) р(х) = 0, тогда придём к уравнению 

'' ( ) ' 0n mu g x u uβ− = , [ , ,x a h h∈ ≤ +∞ ,                                                        (12)
где  

Для нахождения асимптотики решений (12), рассмотрим следующую систему: 
 

(13)

Это уравнения, в которых функции fi: [ ) [ )0 0, , : , ( 1,2)iR g R iτ τ+∞ → +∞ → = , а коэффициенты [ )0: , ( , 1,2)ijC R i jτ +∞ → =  
[ )0: , ( , 1,2)ijC R i jτ +∞ → = непрерывны, функции Qi(i=1,2) непрерывны и удовлетворяют условию:

(14)

где 00 ,Rε τ τ< ∈ ≥ и 0 0 1 1
1 2 1 2( , ), ( , )q q q q – точки из области задания системы (13) такие, что ( ,0,0) 0( 1,2)iQ iτ ≡ =  

Используя результаты решения задачи горения нелинейной среды [11], мы придём к следующим выводам:
Вывод 1. Если функции  Qi(i = 1,2) удовлетворяют условию (14) при любом ε>0, а функции fi, gi, cij (i, j = 

1,2) удовлетворяют требованиям:
-                                                           ;

-                        ,                               ;

- корни 1 2,ξ ξ  характеристического уравнения ( )20
, 1

det 0ij ij i j
c ξδ

=
− =  имеют ненулевые вещественные части, 

тогда система (13) обладает, по крайней мере, одним вещественным решением ( )1 2( ), ( )q qτ τ , стремящемся к 
нулю при τ → +∞. В случае, когда 0ireξ <  по крайней мере для одного I, то система (13) будет иметь бесчис-
ленное множество решений, стремящихся к «0», когда τ → +∞.

Вывод 2. Считаем, что функции Qi(i = 1,2) удовлетворяют условию (14) при любом ε>0, а функции fi, gi, 
cij (i,j = 1,2) ведут себя так:

 

(15)

где 10 201, 1.b b< <  Тогда система вспомогательных уравнений (13) имеет хотя бы одно вещественное реше-
ние 1 2( ( ), ( )),q qτ τ  которое при τ → +∞ стремится к нулю. 

1
1( n )ñ −c

[ ]
2

11
20 0
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2( 1)
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−
−−  −
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1 1 11

4 220 01
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→
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Используем вспомогательную функцию

(16)
Рассмотрим условие, когда 0( , ) .S x b < +∞   Показатель степени m у первой производной в (12) выберем на 

основе следующих требований
 

(17)

Используем следующую вспомогательную функцию

(18)

которая удовлетворяет условию
  (19)

здесь  

полагая, что одного из следующих соотношений справедливо 

(20)

можно показать, что существуют приближенные решения уравнения (12), получаемые методом эталонного 
моделирования, со следующей асимптотикой:

(21)

где  
При этом необходимо и достаточно, чтобы выполнялось неравенство

(22)
Докажем вначале необходимость условия (22). Используем для этой цели подстановку

(23)

и выполним следующее преобразование уравнения (12):

(24)

Здесь 2
1( ) ( ) ( ) ( )B B B Bτ τ τ τ′= + − , 0k ≠ , 1

2
k ≠ , 1k ≠ . Сочтем, что 0 1( , )S x b c γ= . Так как ( ) 0xτ ′ > , lim ( )

x b
xτ

→
= +∞ , 

то исследование решений уравнения (12) это то же самое, что исследование решений υ(τ) уравнения (24), в 
случае, когда для каждого из последних на промежутке [τ0, + ∞] выполнены условия:

.                                                               (25)

Учитывая (19), можно показать, что решения уравнения (24) имеют не равный нулю и конечный 0lim
τ

υ
→+∞

, 
только в случае выполнения условия (22). Действительно, если подставить любое из этих решений в (24) и 
ввести обозначение

 ,                                                                     (26)
то получим соотношение

 .                                                               (27)
Рассмотрим правую часть этого тождества как функцию

 ,                                                     (28)
где C0 – вещественное число. Анализируя эту функцию, получим, что она будет знакопостоянной в интер-

вале 
0

[ , )Cτ +∞  в случае, если значение C0 отличается от решения уравнения
 .                                                               (29)

0

2
(3 )
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x

n m

x

S x x g t dt+ −= ∫
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τ γ = − ⋅ − = > 
 
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1 [1 ( )]m n mV V k B Vβγ υ τ−′ ≡ − − −
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Отсюда следует, что для каждого V = C0 либо V(τ) > 0, либо V’(τ) < 0 в интервале 
0

[ , )Cτ +∞ . Поэтому для 

функции V(τ) существует предел при τ → +∞ на промежутке 
0

[ , )Cτ +∞ . Тогда 0 0 0( ) ~ ( ) ( ) ~ ( )V a k a kτ υ τ υ− −  при  
τ → +∞. Из (26) получим, что производная (27) имеет предел:

 

То есть
 ,                                                (30)

Значит
                  (31)

Полагая, что υ0 > 0, делаем вывод, что условие (22) необходимо для использования подстановки (23).  
А так как использование (23) и условия, связывающие модельную функцию V(τ) и функцию u(τ) описыва-
ющую исследуемую систему, считаем доказанным, то и необходимость выражения (23) для использования 
метода эталонного моделирования считаем доказанной.

Чтобы доказать достаточность условия (22) используем преобразования

(32)

Рассмотрим выражение
 ,                                                                          (33)

В котором 0
11 0c k a= − ; 0 0

12 11c c= − ; 0
21 0( 1)c n k a= − + − ; 0

22 0( 1)( 1)c m k a= − − + − . Оно соответствует линейной части 
системы, полученной в результате подстановки (32) в (13). Уравнение (33) имеет следующее решение

 

Учитывая (20), можно Исследуем возможные значения корней ζ1 и ζ2. Учитывая при этом соотношения 
(20), получим

1. 0)1)(1)(( 00 >−+−+− nmakak , тогда значения корней действительные и разнозначные. Как следует из 
(22), система (20) имеет бесчисленное множество вещественных решений, которые стремятся к «0», в слу-
чае, когда аргумент стремится к → +∞;

2.  )1)(1()( 00 −+−>− akmak  и 0)1)(1)(( 00 <−+−+− nmakak . Тогда ζ1 и ζ2 больше «0» и, в соответствии с 
(22), система (20) имеет, по меньшей мере одно вещественное решение, которое стремится к «0», если аргу-
мент стремится к → +∞;

3. )1)(1()( 00 −+−<− akmak  и 0)1)(1)(( 00 <−+−+− nmakak . В этом случае Reζ1 и Reζ2 отрицательны и су-
ществуют некоторые постоянные значения аргумента, при которых корни системы уравнений меньше не-
которого бесконечно малого ε при аргументе → +∞.

То есть с учётом (32), считаем доказанной достаточность условия (22).
Отметим, что при выполнении (21) получим для производной такое выражение

(34)

Вывод 3. Если условия (18), (19) и (20) выполняются и вместе с (22) имеет место условие
(35)

то уравнение (12), которое описывает поведение исследуемой системы, имеет решения, совпадающие в 
асимптотике с (21) и (22). Эти решения могут быть получены с помощью метода эталонного моделирования. 

Действительно, из выражений (20) вытекает, что корни ζ1 и ζ2 уравнения 0 2
, 1det( ) 0ij ij i jc ξδ =− =  будут чисто 

мнимыми, то есть Reζ1 = Reζ2 = 0. Используя следующую подстановку:

                   (36)

где 0 0( )( 1)( 1),k a k a m nλ = − + − + −  приведём систему уравнений для q1, q2 к следующему виду:

(37) 

{ }2
1lim ( ) lim ( ) [1 ( )] ( ) 0m n mV V k B V

τ τ
τ ρ γ υ τ τ τ−

→+∞ →+∞
′ = − − − =

2
1 0 0 0 0 0( ) ( )( 1) 0m m n ma k a k k aβ γ υ υ− + − + − + − =

0 1

0 0 2

( ) [1 ( )];
( ) ( ( ) ) ( ) ( )[1 ( )].

V
B k a k V

υ τ υ τ
υ τ τ υ τ υ τ

= +
 ′ + − = − +

0 2
, 1det( ) 0ij ij i jc ξδ −− =

1
2 1

0 1 0 1'( ) ( ) ( ) (1 0(1)).kdSu x U a k c S
dx

γ γ − = − − + 
 

2
0lim ( ( ) 0,a B

τ
τ τ

→+∞
− =

1 1

2 20 0
11 11

sin cos
( ) ( )1 1sin cos cos sin( ) ( )

q
q

c c

λτ λτ
τ ω τ

λλτ λτ λτ λττ ω ττ

 
    =    − +    

 

0
1 1 11 1 12 2 11 0 1 2

0
2 2 21 1 22 2 11 0 1 2
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sin' ( ) ( ) ( ) (1 ) ( , , ).

f c c c k a

f c c c k a

λτω τ τ ω τ ω τ ω ω
λτ
λτω τ τ ω τ ω τ ω ω

λτ

= + + − − − Φ

= + + + − − Φ

  

 



СОВРЕМЕННАЯ НАУКА И ИННОВАЦИИ

Выпуск # 1, 201738

ТЕ
Х

Н
И

Ч
ЕС

КИ
Е 

Н
АУ

КИ

Здесь используем обозначения:
 
 
 
 
 
 
 
 
 

При выполнении условия (35) для системы (37) выполняются условия (19) и (20) в интервале 
1 2 1 2

1 1( , , ) : , , 1 ,
2 2

D τ ω ω ω ω τ = ≤ ≤ ≥ 
 

 поэтому с учётом вышеприведённых преобразований, связывающие функ-
ции модели q1, q2 а так же вспомогательные функции ω1, ω2, u с исходной функцией u(x) в уравнении (12), 
можно утверждать, что и в этом случае существуют приближённые решения для моделирующей функции, со-
впадающие в асимптотике с (21) и (34), которые можно найти с помощью метода эталонного моделирования.

Вывод 4. Любое решение уравнения (12) для моделиующей функции вида (21) при a → h в пределе ведет 
себя как

 

(38)

где
 

Докажем это. Из соотношений 
( ) '( ) ( ( )) ( )q k Bτ ν τ τ ν τ= − −  и
( )q τ ~ 0( ) ( )a k ν τ− ~ 0 0( )a kν −   

при τ → +∞, получим
 .                                                                          (39)

Подставляя (39) в правую часть выражения 
 (40)

получим 
 .                                      (41)

Интегрируя это уравнение, учитывая (39), получим выражение, совпадающее с (38) для нахождения 
искомой функции u(x) из уравнения (12).

Вывод 5. Исследуем возможности существования решений уравнения (12), их аналитику и асимптоти-

ку в случае, когда фазовая функция 0( , ) ,
x h

pS x x m
→

→+∞ =


, где р – четное,  – нечетное, k < 0, или k – лю-
бое или k > 1. Если выполняются условия

(42)

где
 

0 1
1 0 11( ) ( ( ))(sin 2 cos );f a B cτ τ τ λτ λ λτ−= − +

11
1( ) ( );c τ µ τ
τ

= +

0 1 0 1
11 0 11( ) ( ( ))(sin 2 ( ) cos 2 ;c a B cµ τ λ τ λτ λ λτ− −= − −

0 1 2
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0 1
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0 1 2
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22
1( ) ( );c τ µ τ
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= −

2
1 2 1 2
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n
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τ τ
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Ф
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и одно из условий
 

то для существования модельных решений уравнения (12) вида

(43)

где                                                                                                                                                                                             (44)

необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие:
(45)

Учитываем, что для первой производной каждого решения (43), следующее асимптотическое прибли-
жение имеет вид

 (46)

Допустим, что кроме условия (42), имеют место соотношения 0 0( 1)( 1)k h m k h+ = − − −  и 
0 0( )( 1)( 1) 0.k h k h m n+ − − + − <  Чтобы решения (43) модельной функции для уравнения (12) существова-

ли, необходимо чтобы неравенство (45) выполнялось. В случае, когда кроме (45), выполняется условие 
2

0lim ( ( )) 0,
t

t h G t
→+∞

− =  то модельное решение уравнения (12) также имеет вид (43). Из полученных выше резуль-
татов следует, что любое модельное решение вида (43) в случае, когда  предполагает асимптотику вида:

(47)

где                                                                                                                                                                                             (48)

Используем замену
 

(49)

и считая, что '( ) 0, lim ( ) ,
x h

t x t x
→

> = +∞  получим, что изучение решений уравнения (12) сходится к изучению 
решений уравнения

 (50)

для которых в промежутке 0( , )t +∞  функция ( )tω  обладает следующими свойствами
 (51)

Затем рассматриваем условие существования решений данного уравнения, имеющих конечный, не рав-
ный нулю предел ω0 при t → +∞.

Результаты, полученные при исследовании нелинейных уравнений (3), (4), (12) можно использовать при 
рассмотрении разного рода волновых нелинейных процессов, например, связанных с переносом энергии и 
вещества, квантовыми явлениями, ударными волнами и пр. 
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РЕШЕНИЕ ОДНОМЕРНЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ МЕТОДОМ ЭТАЛОННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ.

А. Б. Чебоксаров, В. А. Чебоксаров, Н. П. Хариш 

В работе рассматривается решение методом эталонного моделирования одномерных нелинейных диф-
ференциальных уравнений высших порядков, предлагается критерий существования модельных решений, 
разработан алгоритм исследования асимптотики решений. Особое внимание в статье уделено изучению 
свойств и поведения решений нелинейного уравнения третьего порядка со степенной нелинейностью 
функции. В частности, рассматриваются физически важные положительные продолжаемые решения. Рас-
смотрение возможных вариантов асимптотики искомой функции, её первой и второй производных, позво-
ляет предложить критерии существования модельных решений этого уравнения. В отличие от классиче-
ских подходов, предлагается новая методика, основанная на методе эталонного моделирования. Результаты, 
полученные в данной работе, могут быть использованы при рассмотрении разного рода волновых нелиней-
ных процессов, например, связанных с переносом энергии и вещества, квантовыми явлениями, ударными 
волнами.

SOLUTION OF ONE - DIMENSIONAL NONLINEAR DIFFERENTIAL EGUATIONS 
OF HIGHER ORDER REFERENCE METHOD SIMULATION.

A. B. CHeboksarov, V. A. CHeboksarov, N. P. СHarish 

This paper considers the solution of the reference simulation of one-dimensional nonlinear differential equa-
tions of higher orders, we offer a criterion for the existence of model solutions, an algorithm for the study of the 
asymptotic behavior of solutions. Special attention is paid to studying the properties and behavior of solutions of 
nonlinear third-order equation with exponential nonlinearity function. In particular, we consider the physically 
important we continue the positive solutions. Consideration of possible variants of the asymptotic behavior of the 
unknown function, its first and second derivatives, allows us to offer criteria for the existence of model solutions 
of this equation. In contrast to classical approaches, we propose a new technique based on the method of reference 
modeling. The results obtained in this work can be applied to different kinds of nonlinear wave processes, for exam-
ple, associated with the transfer of energy and matter, quantum phenomena, shock waves.


